
课程名称： 初等数论       课程代码：02013（理论）

第一部分  课程性质与目标

一、课程性质与特点

初等数论是数学中最古老的分支之一。公元前三世纪，古希腊数学家欧几里得（Euclid）就证明了素数的个数是无限的，并给出了求两个正整数的最大公约数的一般算法。我国古代数学名著《孙子算经》中给出了解一次同余方程组的方法，即著名的孙子定理，国外称它为中国剩余定理，这是初等数论中的重要定理。从十七世纪到十九世纪，费尔马（Fermat）、欧拉（Euler）、勒让德（Legendre）、高斯（Gauss）等人的工作大大发展和丰富了初等数论的内容。特别是1802年高斯在其名著《算术探讨》中证明了Gauss二次互反律、原根存在的充分必要条件等重要结果。以上这些工作构成了今天初等数论教科书的基本内容。二十世纪下半叶以来，初等数论在计算机科学、组合数学、代数编码、信号的数字处理、密码与信息安全等领域得到广泛的应用，成为计算机科学和通信工程的重要数学工具之一。
初等数论是主要用算术方法研究整数最基本性质的一个数学分支，是一门十分重要的数学基础课。初等数论不仅是大学数学各专业必开的专业课，而且也是计算机科学等许多相关专业所需的课程。初等数论也是与中小学数学联系最紧密的课程之一。中小学研究性学习、课外数学兴趣小组的许多内容都可取自初等数论。初等数论在各类数学竞赛中占有十分重要的地位，以历届国际数学奥林匹克（IMO）试题为例，约四分之一的试题是主要用初等数论的方法、知识来解的，如果加上涉及到用初等数论知识来解的试题，那所占的比例达到一半左右。
初等数论看起来十分简单，它的主要定理可以表述得人人容易理解，但其证明却很不容易。事实上，数论中至今仍有许多没有解决的问题，这些问题对人类智慧产生极大的挑战，人们为解决这些问题所作的贡献，对数论及至整个数学的发展起了重要的推动作用。数论也是中国人擅长的学科，华罗庚、陈景润、王元、潘承洞等都在数论研究中取得重要成果。
二、课程目标与基本要求

本课程全面系统地阐述了整除、不定方程、同余理论、同余方程、指数与原根、素数分布的初等结果、数论函数等初等数论的主要内容。通过本课程的学习，应使学生掌握为进一步提高专业知识水平所必需的数论基本理论和基本方法，为一些后继课程的学习与实际应用打下良好的基础，并培养学生良好的运算和逻辑思维能力。学完本课程后，学生必须掌握初等数论的基本算法，会解计算题；理解初等数论的体系及定理的证明，会证一些不太复杂的证明题；了解初等数论的广泛应用。
三、与本专业其他课程的关系

初等数论是数学中“理论与实践”相结合得最完美的基础课程，近代数学中许多重要思想、概念、方法和技巧都是从对整数性质的深入研究而不断丰富和发展起来的。数论在计算机科学等许多学科，以及离散数学中所起的日益明显的重要作用也绝不是偶然的。数学分析、高等代数及抽象代数是初等数论的先修课程，初等代数研究、竞赛数学、数学方法论等是初等数论的后继课程。
第二部分  考核内容与考核目标

第一章  整 除
一、学习目的与要求

整除理论是初等数论的基础，它是对在小学就学过的整数的算术，主要是涉及除法运算的内容，作抽象、系统的总结，看起来似乎很简单，但它的内涵却十分重要而深刻。本章的学习目的是使学生掌握整除的基本理论、方法与技巧，深刻理解算术基本定理及其重要性，为后面的学习打下坚实的基础。要求学生掌握整除的概念与性质、最大公约数最小公倍数的概念与性质；熟练掌握辗转相除法与最大公约数最小公倍数的求法；理解算术基本定理及其证明。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是素数与算术基本定理
识记：素数，合数，算术基本定理
理解：素数的概念与性质，素数的个数，算术基本定理的证明 

应用：
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的正除数的充要条件，除数函数，除数和函数，
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的计算公式
（二）本章的次重点内容是辗转相除法与最大公约数理论
识记：约数，最大公约数，带余数除法的算法，辗转相除法的算法
理解：最大公约数的概念与性质，建立最大公约数理论的三个途径
应用：最大公约数的求法
（三）本章的一般内容是整数、整除、最小公倍数、整数部分
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，容斥原理
识记：整数，整除，公倍数，最小公倍数，容斥原理，
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理解：整除的概念与性质，最小公倍数的性质，最小公倍数与最大公约数的关系
应用：
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的分解式，
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的计算公式
第二章  不定方程（Ⅰ）
一、学习目的与要求

不定方程是初等数论中的一个十分重要的课题，本章讨论最简单的不定方程。本章的学习目的是使学生掌握简单不定方程的基本理论、方法与技巧，为后面学习更复杂的不定方程与其它初等数论内容打下坚实的基础。要求学生能用用整除理论判断一次不定程是否有解，以及有解时能求出全部解；掌握
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及相关不定方程的解法理论。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是不定方程 
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识记：商高方程（Pythagoras方程），显然解，非显然解，本原解，本原商高三角形
理解：本原解公式及其推导证明
应用：求滿足条件的本原解，证明本原解滿足的特殊性质，单位圆周上有理点的坐标
（二）本章的次重点内容是二元一次不定方程
识记：一次不定方程，二元一次不定方程
理解：二元一次不定方程有解的条件，二元一次不定方程解的公式
应用：二元一次不定方程的求法及解应用题
（三）本章的一般内容是多元一次不定方程的解法与其它简单不定方程
识记：Fermat无穷递降法，Fermat大定理
理解：多元一次不定方程的解法，
应用：用Fermat无穷递降法研究
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第三章  同 余

一、学习目的与要求
同余理论是初等数论中内容丰富、应用广泛的重要组成部分。本章的学习目的是使学生掌握同余的基本理论和方法，为下一章研究同余方程打下坚实的基础。要求学生熟练掌握同余的概念与性质，理解同余类与剩余系的概念与性质，理解相关定理及能运用这些定理解决问题。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是同余的概念与性质
识记：同余，同余式，
理解：同余的概念，同余的性质
应用：用同余的概念、性质解决部分整除、不定方程问题
（二）本章的次重点内容是同余类与剩余系
识记：同余类，完全剩余系，既约剩余系
理解：同余类的性质，完全剩余系的基本性质，既约剩余系的基本性质
应用：不同模的同余类、剩余系之间的关系
（三）本章的一般内容是Euler函数、Euler-Fermat定理和Wilson定理
识记：Euler函数，Euler-Fermat定理，Wilson定理
理解：Euler函数的性质与计算，Euler-Fermat定理的证明，Wilson定理的证明
应用：Euler-Fermat定理与Wilson定理解诀有关整除、素数的问题
第四章  同余方程  

一、学习目的与要求

同余方程是同余理论的核心内容，是初等数论中最重要的课题，本章仅讨论它的一些基本知识。本章的学习目的是使学生熟练掌握一次同余方程与一次同余方程组的基本理论、方法与技巧，掌握解一般同余方程的具体算法，理解二次同余方程的基本理论。要求学生能用相关理论判断同余方程是否有解，以及有解时能求出全部解；能熟练计算Legendre符号与Jacibo符号。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是一次同余方程与一次同余方程组
识记：一次同方程，一次同余方程组
理解：一次同余方程有解的条件及有解时的解法，孙子定理
应用：运用同余方程的理论解一次同方程与一次同余方程组及应用题
（二）本章的次重点内容是二次剩余与Legendre符号
识记：二次剩余，二次非剩余，Legendre符号，Jacibo符号
理解：二次剩余的概念与性质，Legendre符号的性质（特别是Gauss二次互反律），Legendre符号与Jacibo符号的区别与联系
应用：Legendre符号的计算，模为素数的二项二次同余方程的解法
（三）本章的一般内容是一般同余方程的理论与解法
识记：一般同余方程的基本概念与术语
理解：一般同余方程的理论与具体解法，
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次非剩余
应用：模为素数的高次同余方程
第五章  指数与原根
一、学习目的与要求

本章应用同余方程理论来研究既约剩余系的构造。本章的学习目的是使学生掌握指数与原根的概念、性质，理解既约剩余系的构造。要求学生掌握原根存在的充要条件，会求原根，会解一般二项同余方程。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是原根
识记：原根的定义
理解：原根的概念与性质，原根存在的充要条件
应用：求原根的算法
（二）本章的次重点内容指数
识记：指数的定义，指数表
理解：指数的概念与性质
应用：指数表的构造
（三）本章的一般内容是指标、指标组、既约剩余系的构造及二项同余方程
识记：指标的定义，指标组的定义
理解：指标的性质，指标组的性质，既约剩余系的构造
应用：二项同余方程的解法

第六章  不定方程（Ⅱ）
一、学习目的与要求

本章应用同余理论讨论两个基本的、重要的不定方程：
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。本章的学习目的是使学生理解研究这两个不定方程的基本理论、方法。要求学生掌握不定方程
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的有解的充要条件。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是不定方程
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识记：Lagrange定理
理解：Lagrange定理的证明

应用：Lagrange定理中的“四”是最佳结果
（二）本章的次重点内容是
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识记：
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有解的充要条件
理解：
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有解的充要条件的导出与证明
应用：
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为大于3的素数）有解的充要条件
（三）本章的一般内容是
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的解数公式及其它不定方程（选学）
第七章  连分数（选学）

第八章  素数分布的初等结果
一、学习目的与要求

本章在第一章介绍的Eratosthenes筛法与计算
[image: image25.wmf](

)

x

p

的算法的基础上，进一步深入研究得出素数分布的初等结果。本章的学习目的是使学生掌握Eratosthenes筛法与Mobius函数，要求学生能理解
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的上、下界估计即车比雪夫不等式。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是车比雪夫不等式
识记：车比雪夫不等式的形式
理解：车比雪夫不等式的推导证明
应用：素数个数的估计
（二）本章的次重点内容是Mobius函数
识记：Mobius函数的定义
理解：Mobius函数的性质
（三）本章的一般内容是Euler恒等式（选学）
第九章  数论函数
一、学习目的与要求

数论函数是数论的一个重要研究课题，是研究各种数论问题不可缺少的工具。本章的学习目的是使学生对一般数论函数有个初步了解，要求学生能理解几个重要数论函数的性质。
二、考核知识点与考核目标

（一）本章的重点内容是Mobius变换及其反转公式
识记：Mobius变换，Mobius逆变换
理解：Mobius变换与Mobius逆变换的关系
应用：几个重要数论函数的Mobius变换与Mobius逆变换
（二）本章的次重点内容是积性函数
识记：积性函数的定义
理解：积性函数的性质
应用：积性函数的构造
（三）本章的一般内容是数论函数的均值，Dirichlet特征（选学）
第三部分  有关说明与实施要求

一、考核的能力层次表述

本大纲在考核目标中，按照“识记”、“理解”、“应用”三个能力层次规定其应达到的能力层次要求。各能力层次为递进等级关系，后者必须建立在前者的基础上，其含义是： 

识记：能知道有关的名词、概念、知识的含义，并能正确认识和表述，是低层次的要求。

理解：在识记的基础上，能全面把握基本概念、基本原理、基本方法，能掌握有关概念、原理、方法的区别与联系，是较高层次的要求。

应用：在理解的基础上，能运用基本概念、基本原理、基本方法联系学过的多个知识点分析和解决有关的理论问题和实际问题，是最高层次的要求。
二、教材

1、指定教材

《初等数论》,潘承洞 潘承彪, 北京大学出版社, 2003年第2版
2、参考教材

［1］《初等数论及其应用》(英文版),(美)罗森,机械工业出版社, 2005年第5版

［2］《初等数论》，闵嗣鹤  严士健，高等教育出版社，2003年第3版
三、自学方法指导

1、在开始阅读指定教材某一章之前，先翻阅大纲中有关这一章的考核知识点及对知识点的能力层次要求和考核目标，以便在阅读教材时做到心中有数，有的放矢。

2、阅读教材时，要逐段细读，逐句推敲，集中精力，吃透每一个知识点，对基本概念必须深刻理解，对基本理论必须彻底弄清，对基本方法必须牢固掌握。

3、在自学过程中，既要思考问题，也要做好阅读笔记，把教材中的基本概念、原理、方法等加以整理，这可从中加深对问题的认知、理解和记忆，以利于突出重点，并涵盖整个内容，可以不断提高自学能力。

4、完成书后作业和适当的辅导练习是理解、消化和巩固所学知识，培养分析问题、解决问题及提高能力的重要环节，在做练习之前，应认真阅读教材，按考核目标所要求的不同层次，掌握教材内容，在练习过程中对所学知识进行合理的回顾与发挥，注重理论联系实际和具体问题具体分析，解题时应注意培养逻辑性，针对问题围绕相关知识点进行层次（步骤）分明的论述或推导，明确各层次（步骤）间的逻辑关系。

四、对社会助学的要求

1、应熟知考试大纲对课程提出的总要求和各章的知识点。 

2、应掌握各知识点要求达到的能力层次，并深刻理解对各知识点的考核目标。 

3、辅导时，应以考试大纲为依据，指定的教材为基础，不要随意增删内容，以免与大纲脱节。

4、辅导时，应对学习方法进行指导，宜提倡"认真阅读教材，刻苦钻研教材，主动争取帮助，依靠自己学通"的方法。 

5、辅导时，要注意突出重点，对考生提出的问题，不要有问即答，要积极启发引导。 

6、注意对应考者能力的培养，特别是自学能力的培养，要引导考生逐步学会独立学习，在自学过程中善于提出问题，分析问题，做出判断，解决问题。 

7、要使考生了解试题的难易与能力层次高低两者不完全是一回事，在各个能力层次中会存在着不同难度的试题。 

8、助学学时：本课程共5学分，建议总课时90学时，其中助学课时分配如下： 

	章 次 
	内 容 
	学 时 

	第一章
	整除
	20

	第二章
	不定方程（Ⅰ）
	8

	第三章
	同余
	12

	第四章
	同余方程
	       20 

	第五章
	指数与原根
	       10

	第六章
	不定方程（Ⅱ）
	        8

	第七章
	连分数
	选学

	第八章
	素数分布的初等结果
	6

	第九章
	数论函数
	6

	合     计
	 90


五、关于命题考试的若干规定

(包括能力层次比例、难易度比例、内容程度比例、题型、考试方法和考试时间等)

1、本大纲各章所提到的内容和考核目标都是考试内容。试题覆盖到章，适当突出重点。

2、试卷中对不同能力层次的试题比例大致是："识记"为   20  %、"理解"为  50   ％、"应用"为  30   ％。

3、试题难易程度应合理：易、较易、较难、难比例为2：3：3：2。

4、每份试卷中，各类考核点所占比例约为：重点占65%，次重点占25%，一般占10%。

5、试题类型一般分为  选择题，填空题，计算题，证明题 。

6、考试采用闭卷笔试，考试时间150分钟，采用百分制评分，60分合格。

六、题型示例（样题）

一、选择题（下面各题的四个选项中有且仅有一项是正确的，将正确选项的代号填在题后的括号内）

    1. 若 
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 且 
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         A. 
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2. 下列数中可作为模19的二次非剩余的数是                                         （  ）
     A.  7            B.  8         C.    9        D.      11

二、填空题

1.  
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2.   以
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为二次剩余的奇素数
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的一般表达式是                             

   三、计算题

      1. 请你试解马克思著《数学手稿》中记载的下题：

有30个人，其中有男人、女人和小孩，在一家小饭馆里花了50先令，每个男人花3先令，每个女人花2先令，每个小孩花1先令，问男人、女人和小孩各多少人？

2. 判断
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是否有解？若有解，求出其解。

四、证明题

      1 .证明：若正整数
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的最小素因数
[image: image38.wmf]p



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image39.wmf]3

n

³

，
[image: image40.wmf]1

n

p

则

是

素

数

或

。

2. 己知 
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为一对孪生素数，证明：
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